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SUR LES OPE´RATEURS DE DIRAC DE RANG SUPE´RIEUR ET
L’E´QUATION RELATIVISTE D’EINSTEIN.
JONOT JEAN LOUIS
Abstract. Dans cet article on propose de donner une e´criture unitaire des
e´quations de Dirac et de l’e´quation relativiste d’Einstein a` partir d’une section
de Dirac me´trisable, de tenseur me´trique gµν . Les fonctions propres locales de
l’ope´rateur de Dirac de rang 1 donnent les e´quations de Dirac d’un champ de
masse la fonction propre et l’ope´rateur de Dirac de rang 2 de matrice
(
h
µ
ν
)
, de
tenseur associe´ hµν = gµτhτν , est un tenseur d’Einstein pour lequel hµν = κTµν
ou` Tµν repre´sente le tenseur e´nergie-impulsion.
1. Les ope´rateurs de Dirac de rang n > 1
Soit ζ = (E, pi,W,F) est un fibre´ de Banach ou de Hilbert [6] de l’univers W,
de fibre F , dont la base est une C∞-varie´te´ W de dimension 4. On note
ΛnW = ∧nT ∗W,
le fibre´ des n-formes diffe´rentielles sur W et le fibre´ des (p, q)-tenseurs, p fois co-
variant et q fois contravariant, est note´
T p,qW = (⊗pT ∗W)⊗ (⊗qTW) .
On munit ζ d’une connexion ∇,
∇ : Γ (ζ)→ Γ
(
Λ1W ⊗ ζ
)
,
∇ est K-line´aire et ve´rifie la relation de Leibniz
∇λs = dλ⊗ s+ λ∇s,
ou` K = R ou C.
Definition 1. Un e´le´ment γ de Hom
(
Λ1W ⊗ ζ, ζ
)
est une section de Dirac du
fibre´ des e´tats ζ si,
γ (w) :
(
Λ1W ⊗ E
)
w
= Λ1wW ⊗ Ew → Ew
est un ope´rateur biline´aire pour les structures d’espaces vectoriels sur les fibres pour
tout w ∈W.
L’endomorphisme H = γ ⊗ ∇ de Γ (ζ) est de´fini par γ ⊗ ∇ (s) = γ (∇s) avec
γ ⊗∇ (s) (ω) = γ (ω) (∇s (ω)), ω ∈W et s ∈ Γ (ζ),est l’ope´rateur de Dirac associe´
a` la connexion ∇ et a` la section γ.
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Definition 2. Les sections d’endomorphismes de Dirac sont de´finies par
γd (s) = γ (d⊗ s) , d ∈ Λ1W et s ∈ Γ (ζ) .
Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac
{
γd
µ}
est[
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
]
=
∑
τ∈Perm{1,2,··· ,n}
ε (τ) γd
τ(1)
◦ γd
τ(2)
◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)
◦ γd
τ(n)
,
et l’anticommutateur ou crochet de Poisson est de´fini par,{
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
}
=
∑
τ∈Perm{1,2,··· ,n}
γd
τ(1)
◦ γd
τ(2)
◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)
◦ γd
τ(n)
.
Remark 1. Quand on parle de syme´trise´ ou d’antisyme´trise´ de la famille{
γd
j
, j = 1, · · · , n
}
,
on pose respectivement
S
(
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
)
=
1
n!
{
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
}
et
A
(
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
)
= γd
1
∧ γd
2
∧ · · · ∧ γd
n
=
1
n!
[
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
]
,
ces de´finitions interviennent dans la construction des espaces de Fock [1].
Les extensions de rang n d’une section γ sont les e´le´ments γn de Hom (Λ
nW ⊗ ζ, ζ)
de´finis par
γn
((
d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn
)
⊗ s
)
=
[
γd
1
, γd
2
, · · · , γd
n
]
(s) , s ∈ Γ (ζ)
et on prolonge γn par C
∞ (W,R)-line´arite´ sur Λn (W) ⊗ E. Toute connexion sur
∇ a une extension [5]
d∇n : Γ (Λ
n (W)⊗ ζ)→ Γ
(
Λn+1 (W)⊗ ζ
)
avec,
d∇0 = ∇,Λ
0 (W)⊗ ζ = ζ
et
d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)
n
ψ ∧∇s, ψ ∈ Λn (W) .
Definition 3. L’ope´rateur de Dirac de rang n associe´ a` la connexion ∇ et γ est
l’endomorphisme de Γ (ζ)
Hn = γn ⊗∇n−1 avec ∇n−1 = d
∇
n−1 ◦ · · · ◦ d
∇
0 ,
et Hn (s) = γn (∇n−1s), ∀s ∈ Γ (ζ).
Une e´quation d’e´tat de rang n associe´e a` la l’ope´rateur de Dirac Hn est une
e´quation locale de la forme
Hn (s) = λs,
ou` λ est une C∞-application de´finie sur une carte W de W et s ∈ ΓW (ζ).
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2. Les ope´rateurs de Dirac sur les fibre´s d’e´tat de dimension finie
On suppose que ζ est de dimension finie. Soit W une carte de l’univers W sur
laquelle le fibre´ tangent ξW et le fibre´ ζ sont trivialisables. On note, {∂µ, 0 6 µ 6 3}
une base locale de champs de vecteurs sur W {dν , 0 6 ν 6 3} la base duale
dν ⊗ ∂µ = δ
ν
µ, (d
ν ⊗ ∂µ) (w) = d
ν (w) (∂µ (w)) = δ
ν
µ,
en ge´ne´ral, on prend pour base {∂µ, 0 6 µ 6 3} le local frame associe´ a` la carte.
Sur W il existe une base locale de sections, note´e {eα, 0 6 α 6 m− 1}, m = dim ζ.
On pose s = sαeα alors on a de´montre´ dans [4] que l’ope´rateur de Dirac de rang 1,
est de´crit localement par le the´ore`me suivant.
Theorem 1. L’ope´rateur H1 de l’e´quation d’e´tat du premier ordre est
H1 = γ
νDν ,
γν sont les quatre endomorphismes de Dirac de´finies par le ”local frame” et Dν =
Lν +Γν, Lν est l’ope´rateur de Lie et Γν est l’ope´rateur de Christoffel.
L’e´quation d’e´tat s’e´crit localement,
γνσβ
(
∂νs
β + sαΓβαν
)
= λsσ, 0 6 σ 6 m− 1.
Si le tenseur me´trique gµν est fixe´ par la section de Dirac me´trisable, on peut con-
struire a` l’aide d’une section de Dirac quelconque γ, un ope´rateur H2 = γ2 ⊗∇1, a`
partir des matrices de Dirac de la nouvelle section. On veut de´crire localement dans
une carte l’ope´rateur H2 = γ2 ⊗∇1. Sur le fibre´ ζ, avec les notations pre´ce´dentes,
γ2
((
d1 ∧ d2
)
⊗ s
)
=
1
2
[
γd
1
, γd
2
]
(s) =
1
2
(
γd
1
γd
2
(s)− γd
2
γd
1
(s)
)
et
∇1 = d
∇
1 ◦ d
∇
0 = R
∇
repre´sente la courbure de la connexion ∇. Sur un ouvert de trivialisation W du
fibre´ tangent ξW de W et ζ, pour s = s
αeα
R∇ (s) = d∇1 (∇s) = d
∇
1
((
∂νs
β + sαΓβαν
)
dν ⊗ eβ
)
= d
((
∂νs
β + sαΓβαν
)
dν
)
⊗ eβ −
((
∂νs
β + sαΓβαν
)
dν
)
∧ ∇eβ
=
(
d
(
∂νs
β + sαΓβαν
)
∧ dν
)
⊗ eβ −
((
∂νs
β + sαΓβαν
)
dν ∧ Γτβσd
σ
)
⊗ eτ
=
(
d
(
∂νs
j + sαΓjαν
)
∧ dν
)
⊗ ej −
((
∂νs
β + sαΓβαν
)
dν ∧ Γjβσd
σ
)
⊗ ej
=
(
∂µ
(
∂νs
j + sαΓjαν
)
−
(
∂µs
β + sαΓβαµ
)
Γjβν
)
(dµ ∧ dν)⊗ ej
=
(
∂µ∂νs
j +
(
∂µΓ
j
τν − Γ
β
τµΓ
j
βν
)
sτ
)
(dµ ∧ dν)⊗ ej .
La section de Dirac γ de ζ a pour repre´sentation locale
γ (dν ⊗ eβ) = γ
νσ
β eσ,
et si γν = γd
ν
, en posant (γν)
α
β = γ
να
β , alors
γ2 ⊗R
∇ (s) =
1
2
(
∂µ∂νs
j +
(
∂µΓ
j
τν − Γ
β
τµΓ
j
βν
)
sτ
)
[γµ, γν ] (ej) ,
[γµ, γν ] (ej) = γ
µ
(
γνσj eσ
)
− γν
(
γ
µσ
j eσ
)
=
(
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
)
ek
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et
γ2 ⊗R
∇ (sαeα) =
(
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
) (
∂µ∂νs
j +
(
∂µΓ
j
αν − Γ
β
αµΓ
j
βν
)
sα
)
ek.
Pour le local frame {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3} associe´ a` la carte W , on a [∂µ, ∂ν ] = 0,
donc (
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
)
∂µ∂ν = 0,
et si on pose
rkτ =
1
2
(
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
) (
∂µΓ
j
τν − Γ
β
τµΓ
j
βν
)
alors
γ2 ⊗R
∇ (sαeα) = r
k
τs
τek.
Pour ∇∂µeσ = Γ
k
µσek on a
∇∂ν∇∂µeσ =
(
∂νΓ
τ
µσ + Γ
k
µσΓ
τ
νk
)
eτ ,
et
(
∇∂ν∇∂µ −∇∂µ∇∂ν
)
eσ =
(
∂νΓ
τ
µσ + Γ
k
µσΓ
τ
νk − ∂µΓ
τ
νσ − Γ
k
νσΓ
τ
µk
)
eτ
= Rτνµσeτ
La courbure de la connexion ∇ sur le fibre´ ζ est
R∇ (∂ν , ∂µ) (eσ) = ∇∂ν∇∂µeσ −∇∂µ∇∂ν eσ
= [∇ν ,∇µ] (eσ) = R
τ
νµσeτ ,
Rτνµσ = ∂νΓ
τ
µσ − ∂µΓ
τ
νσ + Γ
k
µσΓ
τ
νk − Γ
k
νσΓ
τ
µk
= ∂νΓ
τ
µσ − Γ
τ
µkΓ
k
νσ −
(
∂µΓ
τ
νσ − Γ
τ
νkΓ
k
µσ
)
= Λτνµσ − Λ
τ
µνσ
ou`
Λτµνσ = ∂νΓ
τ
µσ − Γ
τ
µkΓ
k
νσ
est un (3, 1)-tenseur appele´ tenseur de Christoffel. Sur une carte de trivialisation
W de ξW et ζ, pour l’ope´rateur de Dirac de rang 2, on a
γ2 ⊗R
∇ (sαeα) =
1
2
(
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
) (
∂µΓ
j
τν − Γ
β
τµΓ
j
βν
)
sτek,
or
Λjµντ = ∂µΓ
j
ντ − Γ
j
νβΓ
β
µτ = ∂µΓ
j
τν − Γ
β
τµΓ
j
βν
H2 (s
αeα) =
1
2
(
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
)
Λjµντs
τek (2.1)
en permutant les indices µ et ν
H2 (s
αeα) =
1
2
(
γνσj γ
µk
σ − γ
µσ
j γ
νk
σ
)
Rjµντs
τek,
la matrice de H2 dans la base de sections locales ve´rifie
(H2)
k
α =
1
2
[γν , γµ]
k
j R
j
µνα.
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Theorem 2. Si on pose
Rjµνα = [∇ν ,∇µ]
j
α
,
la matrice de l’ope´rateur H2 s’e´crit
H2 =
1
2
[γν , γµ] [∇ν ,∇µ] = (γ
ν ∧ γµ) [∇ν ,∇µ] .
Corollary 1.
H2 = [γ
ν , γµ]∇ν∇µ =
1
2
γνγµ [∇ν ,∇µ] .
Definition 4. Les matrices Rµν = [∇ν ,∇µ] sont les matrices de courbure de ∇.
Le tenseur matriciel Rµν est un tenseur a` valeurs matricielles dit tenseur de Ricci
matriciel.
L’e´quation relativiste d’Einstein est repre´sente´e par
Rµν −
(
R
2
+ Λ
)
gµν = κTµν , (2.2)
R est la courbure, Rµν = R
τ
µτν est le tenseur de Ricci, Tµν est le tenseur e´nergie-
impulsion,
κ =
8piG
c4
et Λ est la constante cosmologique. Soit ζ un fibre´ de Banach ou de Hilbert, muni
d’une section de Dirac borne´e et a` trace qui est me´trisable et pour laquelle la
me´trique induite sur une carte ve´rifie l’e´quation relativiste d’Einstein. On a vu que
si le fibre´ est de dimension finie, la me´trique induite g est inde´pendante du choix
de la carte [4], on peut e´noncer la de´finition suivante.
Definition 5. Une section de Dirac-Einstein est une section me´trisable [4] pour
laquelle la me´trique induite ve´rifie l’e´quation d’Einstein 2.2.
Sur le fibre´ tangent ξW, la seule donne´e d’une section de Dirac γ me´trisable
permet de de´finir la connexion de Levi-Civita ∇ associe´e a` la pseudo-me´trique
et les ope´rateurs de Dirac de rang supe´rieur. Cette section permet e´galement de
donner localement une repre´sentation de l’e´quation de Dirac ge´ne´ralise´e sous la
forme
γ ⊗∇ (X) = λX ,
λ est une fonction propre locale de densite´ de masse de l’ope´rateur H1 = γ ⊗ ∇.
On impose a` la me´trique g de´finie par γ de ve´rifier l’e´quation relativiste d’Einstein.
Si W est une carte locale, dont le local frame dual est {dν : ν = 0, 1, 2, 3}, quelles
conditons doit-on avoir sur les matrices de Dirac {γν} pour que la me´trique g
soit une me´trique d’Einstein? On a vu dans [4] sous l’hypothe`se d’un univers
paralle´lisable, les endomorphismes de Dirac ont pour repre´sentation matricielle les
matrices gamma [3], a` un coefficient complexe multiplicatif pre`s et pour cette
repre´sentation la fonction propre locale de densite´ de masse est constante et vaut
mc
~
. Sous cette hypothe`se la me´trique est la me´trique de Minkowski.
Les quatre endomorphismes de Dirac {γν} sont des sections du fibre´ End (ξW)
de base W et de fibre EndTw (W). A chaque w ∈W, γ (w) ∈ EndTw (W). Pour
un champ X , on peut e´crire(
γd ⊗X
)
(w) = γd (w) (X (w)) .
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La matrice de l’ope´rateur H2 dans le local frame est donne´e par le (1, 1)-tenseur
hτρ =
1
2
[γν , γµ]
τ
j R
j
µνρ
et
hσρ = gστh
τ
ρ =
1
2
[γν , γµ]σj R
j
µνρ [2],
si la section de Dirac est re´elle, on cherche a` de´finir les tenseurs hσρ qui sont des
tenseurs d’Einstein.
Definition 6. Un tenseur d’Einstein est un tenseur qui s’e´crit localement dans le
local frame {∂µ : µ = 0, 1, 2, 3}
Rµν − λgµν ,
ou` λ est une C∞-application de´finie localement sur une carte de trivialisation du
fibre´ tangent de l’univers W, Rµν est le tenseur de Ricci et gµν le tenseur me´trique.
Remark 2. Dans le cas de l’e´quation relativiste d’Einstein, on a
λ =
1
2
R− Λ,
Λ est la constante cosmologique et R est la courbure.
Le tenseur hσρ est un tenseur d’Einstein si il ve´rifie le syste`me d’e´quations
1
2
[γν , γµ]σj R
j
µνρ = Rσρ − λgσρ. (2.3)
On veut que la matrice de l’ope´rateur H2, dans le local frame, repre´sente toutes
les forces en pre´sence dans l’univers, ce qui implique que le tenseur hσρ soit pro-
portionnel au tenseur e´nergie-impulsion. Si ce tenseur est un tenseur d’Einstein,
on retombe sur l’e´quation relativiste d’Einstein.
Remark 3. Ce syste`me d’e´quations a sens que sur le fibre´ tangent ξW.
3. Conclusion
On peut de´finir une ge´ome´trisation de l’univers W dont le fibre´ des champs est
muni d’une section de Dirac me´trisable, note´e γ. On proce`de de la fac¸on suivante,
dans une carte W de l’univers W munie du local frame {∂µ, 0 6 µ 6 3} et de son
dual {dν , 0 6 ν 6 3}, on de´finit les endomorphismes de Dirac {γν : 0 6 ν 6 3}. La
section de Dirac est me´trisable, le tenseur me´trique gµν associe´ est donne´ par
(gµν) =
1
4
(γµν)
−1
avec g (∂µ, ∂ν) = gµν et γ
µν = Trace (γµγν) .
Cette pseudo-me´trique de´finie une connexion de Levi-Civita, note´e ∇ que l’on
complexifie si γ est une section de Dirac complexe. On en de´duit les ope´rateurs de
Dirac de rang 1 et 2,
H1 = γ ⊗∇ et H2 = γ2 ⊗R
∇,
l’ope´rateur H1 de´finie l’e´quation de Dirac sur un champ X de densite´ de masse λ
par
H1X = λX ,
ce qui permet de discre´tiser les densite´s de masse λ comme des fonctions propres
de l’ope´rateur H1. L’ope´rateur H2 a pour repre´sentation matricielle dans le local
frame {∂µ, 0 6 µ 6 3}
hτρ =
1
2
[γν , γµ]
τ
j R
j
µνρ,
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ou` Rjµνρ est le tenseur de courbure de la connexion ∇, cet ope´rateur ne de´pend
que des quatre endomorphismes fondamentaux {γν : 0 6 ν 6 3}. Dans l’hypothe`se
ou` la section γ est re´elle, les ope´rateurs de Dirac H2, pour lesquels le syste`me
d’e´quations 2.3 est ve´rifie´e, est un ope´rateur d’Einstein de rang 2. La section ς est
une section de Dirac-Einstein si
λ =
1
2
R − Λ et hσρ = κTσρ. (3.1)
Remark 4. L’hypothe`se 3.1 sous-entend que le tenseur hσρ est syme´trique.
En re´sume´, la physique de l’univers W muni d’une section de Dirac est de´crite
par les e´quations
γνDνX = λX , X ∈ Γ (ξW) ,
1
2
[γν , γµ]σj R
j
µνρ = Rσρ − λgσρ,
λ =
1
2
R− Λ et hσρ = κTσρ,
γν repre´sente les endomorphismes de Dirac, Dν = Lν +Γν [4], R
j
µνρ est le tenseur
de courbure associe´ a` la connexion de Levi-Civita ∇ de la pseudo-me´trique gµν qui
est inde´pendante du choix du local frame. L’existence de quatre endomorphismes
γν ve´rifiant les syste`mes d’e´quations permettent de donner une repre´sentation uni-
taire des e´quations de Dirac et d’Einstein. On peut donner une ge´ne´ralisation de
l’e´quation relativiste d’Einstein sous la forme
1
2
[γν , γµ]σj R
j
µνρ = κTσρ,
et sous forme matricielle on a
H2 = κT .
References
[1] Arai A., ”A special class of infinite dimensional Dirac operators on the abstract Boson-Fermion
Fock space.” Hindawi Publishing Corporation, Journal of Mathematics. Vol 2014, Article ID
713690, (2014)
[2] Arnold V., ”Mathematical Methods of Classical Mechanics”. Second Edition, Springer 1989
[3] Esteban M.J., Se´re´ E., ”Les e´quations de Dirac-Fock”. Se´minaire E.D.P(1997-1998), Expose´
n◦5, U.M.R 7640 C.N.R.S.
[4] Jonot J.L., ”Ope´rateurs de Dirac”. Hal.archives-ouvertes.fr/hal-01325248
[5] Kobayashi S. and Nomizu K., ”Foundations of Differential Geometry”, vol. 1 & 2, Wiley-
Interscience, (1996)
[6] Tumpach A.B.,”Varie´te´s kaehle´riennes et hyperkae´leriennes de dimension infinie” The`se HAL
archives-ouvertes. (2006)
E-mail address: jean-louis.jonot@ac-versailles.fr
